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Передмова

Навчально-методичний посібник створено на основі діючої програми з елементарної математики для студентів спеціальності 014.04 Середня освіта (Математика)”. Його мета – підвищити рівень підготовки студентів, сформувати й розвити математичне мислення, набути практичних навичок з розв’язання раціональних рівнянь та нерівностей. Автори намагалися зібрати якомога більше ідей розв’язування рівнянь та нерівностей. 
Збірник розбито на три параграфи: „Раціональні рівняння”, „Нерівності другого степеня з однією змінною”, „Раціональні нерівності”. На початку кожного параграфа наводяться короткі теоретичні відомості, потім на конкретних прикладах ілюструються різні методи розв’язання типових задач. Також пропонуються приклади для самостійної роботи студентів. Наприкінці посібника наведені завдання для контрольованої самостійної роботи. Дана структура видання дає можливість викладачу ефективно застосовувати методичну систему посібника для роботи за кредитно-модульною системою. 

Викладений у посібнику матеріал дає можливість студентам ліквідувати прогалини у знаннях та вміннях, підвищити рівень своєї математичної підготовки та зрозуміти особливості вивчення даної теми в шкільному курсі математики.
Навчально-методичний посібник може бути використаний учителями та учнями у школах (класах) математичного та природничого профілю, при підготовці до математичних олімпіад та зовнішнього незалежного оцінювання.
РАЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ
Лінійні і квадратні рівняння.
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 має безліч розв’язків.

Приклад 1. Розв’яжіть рівняння 
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Приклад 2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання.
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Відповідь: рівняння розв’язків не має. 

Рівняння виду 
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– дані числа, причому 
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 називають дискримінантом квадратного рівняння.

Якщо 
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, то квадратне рівняння має два різних кореня : 
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і тоді квадратичний тричлен можна розкласти на лінійні множники
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Якщо 
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, то квадратне рівняння має два однакових кореня : 
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і тоді квадратичний тричлен прийме вигляд
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Якщо 
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, то квадратне рівняння немає дійсних коренів. Якщо ж рівняння розв’язують на множині комплексних чисел, то рівняння має два комплексні кореня: 
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Приклад 3. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Оскільки 
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, то квадратне рівняння має два кореня: 
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Відповідь: 
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Приклад 4. Розв’яжіть рівняння 
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на множині комплексних чисел.

Розв’язання. Оскільки 
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, то квадратне рівняння має два комплексно спряжених кореня 
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Застосування формул скороченого множення для розв’язання рівнянь, 
що містять два члени.
Приклад 5. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. 
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Відповідь: 
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Приклад 6. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Доповнимо ліву частину рівняння до повного квадрату.
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Відповідь: 
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Приклад 7. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання.
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Розв’яжемо окремо кожне рівняння.

Перше рівняння :                                  
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Друге рівняння:                              
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Відповідь: 
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Розв’язання тричленних рівнянь.

Рівняння виду 
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 тричленне рівняння називається біквадратним.
Приклад 8. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Дане рівняння належить до біквадратних рівнянь. Даний тип рівнянь розв’язується методом введення заміни 
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Ввівши дану заміну отримаємо рівняння 
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Приклад 9. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Введемо заміну 
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Таким чином, дане рівняння рівносильне сукупності рівнянь
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Відповідь: 
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Завдання для самостійної роботи.

Розв’яжіть рівняння:
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Метод введення нової невідомої або метод заміни.

Приклад 1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Введемо заміну 
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Приклад 2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Позначимо 
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Розв’язавши рівняння, отримаємо, що його корені дорівнюють:
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Враховуючи, що 
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Відповідь: 
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Приклад 3. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Введемо заміну:
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Дане рівняння рівносильними перетвореннями легко зводиться до квадратного, 
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Відповідь: 
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Приклад 4. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Зробимо заміну 
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1

1

x

t

x

+

æö

=

ç÷

-

èø

, тоді 
[image: image158.wmf]2

11

1

x

xt

-

æö

=

ç÷

+

èø

. 

Маємо: 
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Відповідь: 
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Рівняння виду 
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 та звести до квадратного рівняння відносно змінної 
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Приклад 5. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Зазначимо, що 
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Ввівши заміну 
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, після нескладних перетворень отримаємо квадратне рівняння 
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коренями якого будуть 
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. Повертаючись до вихідного рівняння отримаємо, що воно рівносильне сукупності двох рівнянь:
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Відповідь: 
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Приклад 6. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Перепишемо дане рівняння у вигляді
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)

(

)

22

36602535235

xxxx

++++=

.

Введемо нову зміну 
[image: image186.wmf]2

352

xxt

++=

, тоді вираз 
[image: image187.wmf]2

36602412

xxt

++=

, а 
[image: image188.wmf]2

366025121

xxt

++=+

. Зробивши відповідну заміну рівняння зведеться до квадратного рівняння 
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. Таким чином початкове рівняння рівносильне сукупності рівнянь
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Розв’язавши дану сукупність, отримаємо розв’язок початкового рівняння: 
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Відповідь: 
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Даний тип рівнянь 
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Приклад 7. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Перепишемо дане рівняння у вигляді
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Враховуючи, що 
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Підставляючи 
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Зробивши заміну 
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Рівняння виду 
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Приклад 8. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Зазначимо, що 
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. Перемноживши в лівій частині рівняння першу і четверту дужки, а також другу і третю, отримаємо
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Оскільки 
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 не є коренем даного рівняння, то поділимо обидві частини даного рівняння на 
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рівносильне даному. Зробимо заміну 
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Таким чином, вихідне рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь:
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Відповідь: 
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Рівняння виду 
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Приклад 9. Розв’яжіть рівняння 
[image: image242.wmf](
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Розв’язання. Дане рівняння після введення заміни 
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Розв’язуючи це біквадратне рівняння, отримаємо сукупність рівнянь, яка рівносильна початковому рівнянню: 
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Оскільки 
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Відповідь: 
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Завдання для самостійної роботи.
Розв’яжіть рівняння:
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Розв’язання алгебраїчних рівнянь з цілими коефіцієнтами. 
При розв’язанні алгебраїчних рівнянь з цілими коефіцієнтами застосовують  наступну теорему:

Теорема. Для того, щоб нескоротний дріб 
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 було цілим дільником вільного члена 
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Наслідок. Якщо всі коефіцієнти рівняння [image: image290.wmf]1
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 цілі, а старший коефіцієнт 
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, то раціональними коренями цього рівняння можуть бути тільки цілі числа, які є дільниками вільного члена.

Приклад 1. Розв’яжіть рівняння [image: image293.wmf]432
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Розв’язання. Вільний член даного рівняння має дільники 
[image: image294.wmf]1;3;7;21

±±±±

. Старший коефіцієнт рівняння має дільники 
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. Всі раціональні корені даного рівняння належать цій множині. Використовуючи схему Горнера перевіримо ці значення.
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 не є коренем.
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Приклад 2. Розв’яжіть рівняння 
[image: image309.wmf]432
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Розв’язання. Дільниками вільного члена є числа 
[image: image310.wmf]1;5
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. Всі раціональні корені знаходяться серед цих чисел. Використовуючи схему Горнера перевіримо ці значення.
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Таким чином початкове рівняння можна записати у вигляді:
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Відповідь: 
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Приклад 3. Розв’яжіть рівняння 
[image: image317.wmf]432

936131640

xxxx

+--+=

.

Вільний член має дільники 
[image: image318.wmf]1;2;4.
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. Старший коефіцієнт рівняння має дільники 
[image: image319.wmf]1;3;9

. Складемо всі можливі дроби [image: image320.wmf]p
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, де 
[image: image321.wmf]p

– цілі дільники вільного члена, а 
[image: image322.wmf]q

– натуральні дільники старшого коефіцієнта. Отримаємо наступні числа 
[image: image323.wmf]112244
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 Всі раціональні корені даного рівняння належать цій множині. Використовуючи схему Горнера перевіримо ці значення.
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 не є коренем.
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 не є коренем.

Подальша підстановка в схему Горнера цілих значень, немає сенсу, оскільки остача при ділені на відповідний лінійний двочлен буде збільшуватися. Перевіримо можливі дробові корені.
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Відповідь: [image: image340.wmf]22
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Якщо рівняння немає раціональних коренів, існує можливість застосування метода невизначених коефіцієнтів.

Метод невизначених коефіцієнтів.

Якщо ліву частину алгебраїчного рівняння можна розкласти на множники, то розв’язок рівняння зведеться до розв’язання сукупності алгебраїчних рівнянь менших степенів. Для розкладання лівої частини рівняння на множники інколи використовують метод невизначених коефіцієнтів.

Приклад 4. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Ліва частина рівняння є зведеним многочленом четвертої степені, то його можна розкласти в добуток двох квадратних тричленів 
[image: image342.wmf]2
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Многочлени, які знаходяться в лівій і правій частинах цієї рівності тотожні. Прирівнюючи відповідні коефіцієнти при однакових степенях 
[image: image346.wmf]x

, отримаємо систему рівнянь 
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Спробуємо знайти деякі цілочисельні розв’язки цієї системи. З останнього рівняння системи випливає, що для 
[image: image348.wmf]q

 (як і для 
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) можливі наступні цілі значення: 
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Нехай 
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. Перше рівняння використовуємо для перевірки. В цьому випадку друге і третє рівняння в системі (*) дають систему 
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звідки для 
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 отримаємо рівняння 
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, яке не має цілих коренів. Тому цілочисельних розв’язків при 
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Нехай 
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. В цьому випадку друге і третє рівняння в системі (*) дають систему
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Виключаючи 
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, отримаємо для 
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 рівняння 
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Отже маємо 
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Звідки, початкове рівняння рівносильне сукупності квадратних рівнянь


[image: image371.wmf]2

2

520,

70,

xx

xx

é

-+=

ê

+-=

ë


розв’язавши, яку отримаємо корені вихідного рівняння 
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Відповідь: 
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Однорідні рівняння.
Рівняння виду 
[image: image375.wmf](
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 називають однорідним рівнянням другого степеня відносно функцій 
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Приклад 5. Розв’яжіть рівняння 
[image: image378.wmf](
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Розв’язання. Дане рівняння є однорідним рівнянням відносно двох многочленів: 
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 не є коренем рівняння), отримаємо рівносильне рівняння:
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Зробив заміну 
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Таким чином початкове рівняння рівносильне сукупності рівнянь
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Розв’язавши яку отримаємо корені вихідного рівняння:
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Приклад 6. Розв’яжіть рівняння 
[image: image393.wmf](
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Розв’язання. Дане однорідне рівняння можна розв’язати іншим способом. Враховуючи, що ліва частина рівняння представляє собою квадратний тричлен відносно виразу 
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 і розглянемо вираз 
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 то початкове рівняння рівносильне сукупності рівнянь:
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[image: image399.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

2

2

2

10,

150,

xxx

xxx

é

-+-=

ê

ê

-+-=

ê

ë



[image: image400.wmf](
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Відповідь: 
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Зворотні та симетричні рівняння.
Рівняння виду:
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 дані рівняння будуть називатися симетричними. Такі рівняння розв’язуються введенням заміни 
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Приклад 7. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Дане рівняння належить до симетричних рівнянь парного степеня (в даному випадку четвертого). Оскільки 
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Ввівши заміну 
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 і піднісши обидві частини заміни до квадрату отримаємо 
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[image: image416.wmf](

)

2

223160

tt

-+-=

 або 
[image: image417.wmf]2

23200

tt

+-=

. Знайдемо корені квадратного рівняння.
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Відповідь: 
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Приклад 8. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Дане рівняння відноситься до симетричних рівнянь непарного (п’ятого) степеня. Дане рівняння має корінь 
[image: image424.wmf]1
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. За схемою Горнера розкладемо на множники ліву частину рівняння.
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Розв’яжемо рівняння 
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Розділимо обидві частини даного рівняння на 
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Відповідь: 
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Заміни для симетричних рівнянь
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Деякі рівняння, які не належать до симетричних, розв’язуються методом схожим на метод розв’язання симетричних рівнянь, або зводяться до розв’язання симетричних рівнянь.

Приклад 9. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. За схемою Горнера розкладемо на множники ліву частину рівняння.
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Подальше розв’язання початкового рівняння звелося до розв’язання симетричного рівняння.

Приклад 10. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Введемо заміну 
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 і рівняння набуде наступного вигляду:
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Подальше розв’язання, на нашу думку, є елементарним тому наводити його не будемо.

Приклад 11. Розв’яжіть рівняння 
[image: image451.wmf]2

2

183

38

22

xx

xx

æö

+-+=

ç÷

èø

.

Розв’язання. Зробимо заміну 
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Тоді початкове рівняння буде рівносильне рівнянню 
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Подальше розв’язання рівняння є елементарним.

Приклад 12. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Дане рівняння належить до зворотних рівнянь, у якого 
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Розділивши обидві частини рівняння на 
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Нехай 
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Використовуючи схему Горнера розкладемо на множники даний многочлен.
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Отримаємо 
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[image: image472.wmf]x
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І хоча розв’язання отриманих рівнянь займе достатньо часу, та все ж вони зводяться квадратних рівнянь.

Приклад 13. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Дане рівняння належить до зворотних рівнянь, у якого 
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Розділивши обидві частини рівняння на 
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 не є його коренем) і згрупував члени, отримаємо рівняння рівносильне даному:
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Нехай 
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Відповідь: 
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Завдання для самостійної роботи.
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Розв’язування дробово-раціональних рівнянь 

зведенням до спільного знаменника.

Рівняння з однією змінною називається дробово-раціональним, якщо принаймні одна його частина є дробовим раціональним алгебраїчним виразом відносно змінної, тобто крім операцій додавання, множення, піднесення до натурального степеня, в рівнянні вказана ще дія ділення на цілий алгебраїчний вираз відносно змінної. 
Приклад 1. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Перенесемо 2 в ліву частину рівняння і зведемо до спільного знаменника ?:
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Коренями рівняння 
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[image: image542.wmf]1,2

333

2

x

-±

=

.

Відповідь: 
[image: image543.wmf]333

2

ìü

-±

ïï

íý

ïï

îþ

.

Приклад 2. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Перенесемо всі члени рівняння в ліву частину і зведемо до спільного знаменника ?:
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З рівняння 
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 знаменник перетвориться на нуль, отже, 2 не є коренем.
Відповідь: 
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Рівняння виду
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Приклад 3. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Так як число 
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 не є коренем даного рівняння, то розділивши на 
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 чисельник і знаменник  кожного дробу в лівій частині рівняння, отримаємо рівняння рівносильне даному:
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Зробивши заміну 
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яке рівносильне рівнянню 
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Це рівняння має два кореня
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. Таким чином, початкове рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь:
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Відповідь: 
[image: image570.wmf]51333

,

22

i

ìü

-±±

ïï

íý

ïï

îþ

.

Рівняння виду 
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а також рівняння виду 
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де 
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, розв’язуються аналогічно рівнянням попереднього типу.
Приклад 4. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Так як число 
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 не є коренем даного рівняння, то воно рівносильне рівнянню 
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Зробивши заміну 
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розв’язавши яке отримаємо 
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Таким чином, початкове рівняння рівносильне сукупності рівнянь
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розв’язавши, яку отримаємо 
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Відповідь: 
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Метод доповнення до повного квадрату.

Приклад 5. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Ліва частина рівняння є сумою квадратів. Додамо до обох частин рівняння такий вираз, щоб ліву частину рівняння перетворити в повний квадрат суми або різниці. Отже, додамо до обох частин рівняння вираз 
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Зробивши заміну 
[image: image590.wmf]2
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, отримаємо рівняння 
[image: image591.wmf]2
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Таким чином, початкове рівняння рівносильне сукупності рівнянь: 
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розв’язками яких є 
[image: image593.wmf]2
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. Ці значення задовольняють умову 
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x

-¹

, тому є коренями початкового рівняння.
Відповідь: 
[image: image596.wmf]{
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Метод розкладання на прості дроби.
Для спрощення обчислень при розв’язанні дробово-раціональних рівнянь інколи застосовується метод розкладання на прості дроби.
Приклад 6. Розв’яжіть рівняння 
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Розв’язання. Враховуючи, що 
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тоді дане рівняння прийме вид 
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Після тотожних перетворень отримаємо рівняння
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Таким чином, дане рівняння рівносильне системі
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Перше рівняння системи зведеться до вигляду 
[image: image605.wmf]2
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[image: image606.wmf]1,2
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. Так як ці числа задовольняють друге рівняння системи, то вони є коренями початкового рівняння.

Відповідь: 
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Розв’язування рівнянь відносно параметра.
Приклад 7. Розв’яжіть рівняння 
[image: image608.wmf]42
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Розв’язання. Нехай 
[image: image609.wmf]7
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 і розглянемо рівняння з параметром 
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Розв’яжемо його як квадратне рівняння відносно 
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Знайдемо дискримінант:
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Отримаємо: 
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Початкове рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь:
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Відповідь: 
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Завдання для самостійної роботи.

Розв’яжіть рівняння:

1. 
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РАЦІОНАЛЬНІ НЕРІВНОСТІ
Нерівності із змінними мають властивості:
1. Якщо до обох частин нерівності 
[image: image642.wmf](
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 додати (відняти ) одне й те саме число (або функцію, що визначена на області визначення даної нерівності), то отримаємо нерівність рівносильну даній.

2. Якщо з однієї частини нерівності перенести в іншу частину доданок, з протилежним знаком, то одержимо нерівність рівносильну даній.
3. Якщо обидві частини нерівності 
[image: image643.wmf](
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 помножити або розділити на одне й те саме додатне число (або на одну й ту саму функцію, що визначена і додатна для всіх значень нерівності), то дістанемо нерівність, рівносильну даній.

4. Якщо обидві частини нерівності 
[image: image644.wmf](
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 помножити або розділити на одне й те саме від’ємне число (або на одну й ту саму функцію, що визначена і від’ємна для всіх значень нерівності) і змінити при цьому знак нерівності на протилежний, то дістанемо нерівність, рівносильну даній.

Розв’язком нерівності з однією змінною називається значення змінної, яке перетворює задану нерівність на правильну числову нерівність. 
Розв’язати нерівність – означає знайти всі її розв’язки або довести, що їх немає.
Нерівності виду 
[image: image645.wmf]0
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, 
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, називаються лінійними нерівностями.

Приклад 1. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. Перенесемо доданок 
[image: image649.wmf]4
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 у ліву частину нерівності, а доданок 
[image: image650.wmf]3
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 в праву частину нерівності:
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Отже, всі числа, більші трьох, будуть розв’язками даної нерівності.

Відповідь: 
[image: image654.wmf](
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Приклад 2. Розв’яжіть нерівність 
[image: image655.wmf](
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Розв’язання. 
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Нерівність задовольняє будь-яке дійсне число не більше числа 15.

Відповідь: 
[image: image660.wmf](
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Приклад 3. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. 
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Нерівність 
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 правильна при будь-якому значенні 
[image: image667.wmf]x

.

Відповідь: 
[image: image668.wmf](
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Приклад 4. Розв’яжіть нерівність 
[image: image669.wmf](
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Розв’язання. 
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Нерівність 
[image: image673.wmf]014
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 не задовольняє жодного значення 
[image: image674.wmf]x

, тобто нерівність розв’язків немає.

Відповідь: 
[image: image675.wmf]x
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НЕРІВНОСТІ ДРУГОГО СТЕПЕНЯ З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ

 Розв’язування нерівностей виду 
[image: image676.wmf]2
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 Нерівності виду 
[image: image677.wmf]2
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 і 
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 — змінна і 
[image: image680.wmf],,
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— числа, причому 
[image: image681.wmf]0
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, називають нерівностями другого степеня з однією змінною.
Розв’язування нерівностей другого степеня з однією змінною зводиться до знаходження проміжків, в яких відповідна квадратична функція набуває додатних або від’ємних значень.
Наведемо приклади розв’язування нерівностей:
Приклад 1. Розв’яжіть нерівність 
[image: image682.wmf]2
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Розв’язання. Розглянемо функцію 
[image: image683.wmf]2
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. Графіком цієї функції є парабола, вітки якої напрямлені вгору. Розв’яжемо рівняння 
[image: image684.wmf]2
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Отже, парабола перетинає вісь Ох у точках (—2; 0), 
[image: image687.wmf]1
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. Зобразимо схематично цю параболу на малюнку, знайдемо, що 
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Відповідь: 
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Приклад 2. Розв’яжіть нерівність 
[image: image691.wmf]2
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Розв’язання. Знайдемо нулі квадратичної функції 
[image: image692.wmf]2
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. Для цього розв’яжемо квадратне рівняння 
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. Позначимо на координатній прямій нулі функції і знайдемо знаки цієї функції на кожному з проміжків. 

Отже, розв’язком даної нерівності є проміжки 
[image: image696.wmf](
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Говорять, що множина розв’язків нерівності є об’єднанням цих проміжків, 
[image: image698.wmf](
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Відповідь: 
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Приклад 3. Розв’яжіть нерівність 
[image: image700.wmf]2
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 Розв’язання. Розглянемо функцію 
[image: image701.wmf]2
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. Графіком цієї функції є парабола, вітки якої напрямлені вгору. Розв'яжемо рівняння 
[image: image702.wmf]2
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[image: image703.wmf]8
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. Рівняння дійсних коренів не має. Тому парабола не має спільних точок з віссю Ох. Зобразивши параболу схематично на малюнку, знайдемо, що 
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Відповідь: 
[image: image705.wmf](
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Приклад 4. Розв’яжіть нерівність 
[image: image706.wmf]2
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Розв’язання. Знайдемо нулі квадратичної функції 
[image: image707.wmf]2
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. Для цього розв’яжемо квадратне рівняння 
[image: image708.wmf]2

91240

xx

++=

. Дискримінант 
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 парабола має тільки одну спільну точку 
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. Отже розв’язком даної нерівності є всі дійсні числа крім 
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. Розв’язок запишемо у вигляді об’єднання проміжків: 
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Відповідь: 
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Розв’язування нерівностей виду 
[image: image716.wmf]2
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Нерівності другого степеня виду 
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 називають нестрогими. Множиною розв'язків таких нерівностей можуть бути відкриті, напіввідкриті або закриті проміжки.
Приклад 5. Розв’яжіть нерівність 
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[image: image1228.wmf]5
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Розв’язання. Перетворимо дану нерівність: 
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Дискримінант  
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. Розв’язком даної нерівності будуть два проміжки:
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Відповідь: 
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Приклад 6. Розв’яжіть нерівність 
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 способом виділення квадрата двочлена.
Розв’язання. Маємо 
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Приклад 7. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. Помножимо обидві частини даної нерівності на –1, дістанемо 
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 тобто розв’язком нерівності будуть всі 
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, які належать проміжку 
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Відповідь. 
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Завдання для самостійної роботи.
Розв’яжіть нерівність:

1. 
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Знайдіть множину розв’язків нерівності:
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Раціональні нерівності n-го степеня.
Нерівності виду
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називають цілими раціональними нерівностями n-го степеня з однією невідомою.

Розглянемо загальний метод розв’язання нерівностей, який можна застосовувати для розв’язання не лише раціональних, а й ірраціональних і трансцендентних нерівностей.
Основою цього методу є наступна властивість неперервних функцій, якщо 
[image: image765.wmf]I

– деякий проміжок, на якому функція 
[image: image766.wmf](
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 неперервна і не має нулів, то на цьому проміжку функція зберігає знак, тобто при всіх 
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 вона набуває або лише додатних, або лише від’ємних значень. 
Всякий проміжок, на якому функція зберігає знак, називають проміжком знакосталості цієї функції.

Якщо функція 
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 є неперервною на своїй області визначення, то для розв’язання нерівності 
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 можна використати такий загальний метод:

1. Знаходимо область визначення функції 
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 нерівності.

2. Розв’язуємо рівняння 
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3. Ділимо 
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 знайденими коренями рівняння на проміжки знакосталості. (Завдяки неперервності, функція 
[image: image773.wmf](
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 на кожному з цих проміжків зберігає знак.)

4. Визначаємо знак функції 
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 на кожному з утворених проміжків. (Для цього досить встановити знак функції в одній точці відповідного проміжку. Тоді в усіх інших його точках функція матиме той самий знак.)
Розв’язком нерівності буде об’єднання тих проміжків, на яких значення функції додатні. 

Аналогічний алгоритм застосовується і для розв’язування нерівностей виду 
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Раціональні функції є неперервними на своїй області визначення, тому зазначений загальний метод можна використовувати для розв’язання раціональних нерівностей.

Приклад 1. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. Перепишемо дану нерівність у вигляді 
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1. Знайдемо 
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2. Розв’яжемо рівняння 
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Коренями рівняння 
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3. Відмітимо на числовій прямій межі 
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 нерівності та нулі функції 
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. Отримаємо шість проміжків знакосталості цієї функції.
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4. Визначимо, які знаки має функція 
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 на цих проміжках.
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Отже 
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Відповідь: 
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Використання загального методу, як правило, займає багато часу для визначення знаків функції на проміжках знакосталості. Для цілої раціональної функції є простіший спосіб визначення цих знаків.

Метод інтервалів.

Цілу раціональну нерівність n-го степеня з однією невідомою за допомогою рівносильних перетворень зведемо до виду:
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 розбивають числову пряму на проміжки знакосталості:
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У кожній точці проміжку 
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 виконується нерівності 
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. Очевидно, що в даному випадку многочлен 
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 має той же знак, що й многочлен 
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 є парним числом, то 
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 є непарне число, то 
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Отже, знак многочлена 
[image: image830.wmf](

)

Px

 на проміжку 
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 співпадає із знаком цього многочлена на проміжку 
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 є коренем парної кратності, і протилежний йому, якщо 
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 – корінь непарної кратності.
Проведенні міркування можна продовжити далі для проміжків 
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 не змінює знаку, а при переході через корінь непарної кратності – змінює на протилежний.

Отже для розв’язання нерівності виду:
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потрібно нанести на числову вісь числа 
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, ставимо знак плюс. В наступному за ним проміжку (рахуючи справа наліво) ставимо знак плюс, якщо 
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 буде об’єднання всіх проміжків, в яких знаходиться знак плюс, а об’єднання всіх проміжків із знаком мінус, буде розв’язком нерівності 
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Приклад 2. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. Помножимо дану нерівність на 
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Для розв’язання отриманої нерівності застосуємо метод інтервалів. На числовій осі позначимо числа 
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Справа від найбільшого з цих чисел ставимо знак плюс. При переході через точку 
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змінює знак, тому що двочлен 
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 має непарну степінь; тому в проміжку 
[image: image854.wmf]510

;

23

æö

ç÷

èø

 ставимо знак мінус. При переході через точку 
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 змінює знак, так як двочлен 
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 має непарну степінь; тому в проміжку 
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 ставимо знак плюс. При переході через точку 
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 має парну степінь; тому в проміжку 
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 ставимо знак плюс. Нарешті при переході через точку 
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 має непарну степінь; тому в проміжку 
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 ставимо знак мінус. Отже розв’язком нерівності (*), а значить і початкової нерівності буде об’єднання проміжків, де поставлено знак плюс, тобто об’єднання множин 
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Відповідь: 
[image: image870.wmf]99510

3;;;

4423

x

æöæöæö

Î---¥

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

UU

.

Метод інтервалів можна застосовувати і при розвязанні нерівностей виду 
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де дискримінант кожного з квадратичних тричленів 
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від’ємний. В цьому випадку початкова нерівність рівносильна нерівності

[image: image873.wmf](

)

(

)

(

)

12

1

112

......0

n

m

kkk

l

l

mn

bbxaxaxa

--->

.
Приклад 3. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. Оскільки дискримінант квадратичних тричленів 
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Розв’язуючи дану нерівність методом інтервалів отримаємо розв’язок даної нерівності, як об’єднання множин 
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Множиною розв’язків нерівності
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є об’єднання двох множин розв’язків: множини розв’язків нерівності 
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та множини розв’язків рівняння 
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Нерівності виду 
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 розв’язуються спираючись на наступні твердження 
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Нерівності виду 
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 розв’язуються спираючись на наступні твердження 
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Приклад 4. Розв’яжіть нерівність 
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Розв’язання. Дана нерівність рівносильна системі
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Використовуючи метод інтервалів розв’яжемо отриману систему. Закрашеними кружечками відмітимо точки, які входять в розв’язок нерівності. Отже множина розв’язків буде об’єднанням двох проміжків та однієї ізольованої точки.  
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Розв’язання нерівностей виду
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зводиться до знаходження коренів відповідного многочлена 
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розкладання його на множники та застосування метода інтервалів.

Приклад 5. Розв’яжіть нерівність 
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має корені 
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Розв’язуючи дану нерівність методом інтервалів, отримаємо розв’язок початкової нерівності 
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Приклад 6. Розв’яжіть нерівність 
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Перепишемо дану нерівність у вигляді:
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Дана нерівність рівносильна нерівності:
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Розв’яжемо дану нерівність методом інтервалів.
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Повернемося до змінної 
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Відповідь: 
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ЗАВДАННЯ КОНТРОЛЬОВАНОЇ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ.
Номер варіанта самостійної роботи визначається згідно списку студентів по журналу академічної групи. Наприклад другий по списку студент виконує варіант №2, а вісімнадцятий по списку студент виконує варіант №3 і так далі. Завдання оформлюються в зошиті в клітинку орієнтовним обсягом 12 або 18 аркушів. Робота надається на перевірку викладачу через тиждень після проведення останньої пари з даного розділу.
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Розв’язати нерівності:
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ВАРІАНТ №2.
Розв’язати рівняння:
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Розв’язати нерівності:
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ВАРІАНТ №3.
Розв’язати рівняння:
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Розв’язати нерівності:
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ВАРІАНТ №4.
Розв’язати рівняння:
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Розв’язати нерівності:
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ВАРІАНТ №5.
Розв’язати рівняння:
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Розв’язати нерівності:
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